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ВЛИЯНИЕ ОБЪЕМНЫХ ЭФФЕКТОВ 
НА ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КОЛЬЦЕВЫХ ДНК * 

К. В. Кленин, А. В. Вологодский, В. В. Аншелевич, 
А. М. Дыхне, М. Д. Франк-Каменецкий 

Введение. Для описания статистических свойств двунитевых молекул 
ДНК часто используется модель бесконечно тонкой полимерной цепи. 
Долгое время такая модель представлялась достаточно хорошим при-
ближением, по крайней мере в условиях высокой ионной силы рас-
твора, поскольку длина статистического сегмента двойной спирали 
ДНК почти на два порядка превышает ее геометрический диаметр. 
Однако высокая линейная плотность отрицательных зарядов на ДНК 

* Представлена членом редколлегии В. И. Ивановым. 
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может приводить к значительному электростатическому отталкиванию 
цепей в растворах низкой и даже умеренной ионной силы. Это должно 
вызывать появление значительных объемных эффектов, сказывающихся 
на статистических характеристиках двунитевой ДНК. 

В последнее время появились количественные экспериментальные 
и теоретические данные [1—3], свидетельствующие о том, что в усло-
виях низкой и умеренной ионной силы эффективный диаметр двойной 
спирали значительно превышает ее геометрический диаметр. Так, со-
гласно данным работ [1—3], эффективный диаметр двойной спирали 
при 0,01 Μ Na+ составляет около 20 нм, что лишь в β раз меньше 
длины статистического сегмента ДНК. В то же время при концен-
трации Na+ выше 0,01 Μ длина статистического сегмента двойной спи-
рали практически не меняется [4]. 

Ранее предпринимались попытки учета влияния объемных эффек-
тов на среднестатистический размер клубков линейных молекул ДНК 
и зависимые от него экспериментально наблюдаемые характеристики 
(см., например, [5—10]). 

Настоящая работа посвящена теоретическому анализу влияния 
объемных эффектов на топологические характеристики кольцевых мо-
лекул ДНК. Изучению топологических свойств кольцевых ДНК уде-
лялось в последнее время большое внимание как теоретиками [11— 
15], так и экспериментаторами [16—20]. Это связано с тем, что коль-
цевая форма ДНК является основной при функционировании этой 
молекулы в клетке, а для замкнутых полимерных цепей топология 
становится определяющим фактором. 

До сих пор зависимость топологических свойств замкнутых цепей 
от величины объемных эффектов исследовалась лишь в работе Лебре 
[12]. Так же, как и Лебре, мы изучали влияние объемных эффектов 
на вероятность образования узлов при случайном замыкании цепи, на 
дисперсию райзинга и коэффициент набухания замкнутых незаузлен-
ных цепей. Однако в отличие от работы [12] мы получили значительно 
более резкую зависимость этих параметров от величины эффективного 
диаметра цепи. 

Методы расчета. Все расчеты в настоящей работе проводили методом Монте-
Карло. 

Молекулу ДНК моделировали свободносочлененной замкнутой цепью, состоящей 
из η звеньев единичной длины ( / = 1 ) . Одно звено соответствует статистическому сег-
менту ДНК, равному 100 нм [4, 15]. Для построения цепи использовали следующий 
алгоритм. 

С помощью генератора случайных чисел получили набор, состоящий из четного 
числа η единичных векторов ег·, причем векторы с нечетными номерами были ориенти-
рованы случайно и независимо, а для четных і выполнялось соотношение: е% =—І. 

η 
Таким образом, 2 ег = 0. Далее с целью устранения попарных корреляций между век-

торами для каждого а случайно выбирали вектор ej из имеющегося набора, и пару 
векторов вг и ej поворачивали на случайный угол вокруг биссектрисы угла между ними 
(при этом сумма β ΐ + e j не изменялась, и, следовательно, общая сумма векторов оста-
валась равной нулю). Из полученного нового набора в случайном порядке выстраивали 

η 
цепь, замкнутость которой была обусловлена сохранением равенства ^ е. = 0. 

ί=ι 
Мы считали, что сегменты взаимодействуют между собой как непроницаемые ци-

линдры диаметра d. 
Коэффициент набухания a2 — (S2)/(S2)0 (где <S2> — средний квадрат радиуса 

инерции, а <52>о — значение этой величины в отсутствие объемных эффектов), дис-
персию райзинга <WV2> и вероятность образования узлов при случайном замыкании 
цепи ρ определяли при п= 14, 20 и 30 для значений d, расположенных в интервале от 
0 до 0,2 (в единицах длины сегмента /). 

Для заданной длины цепи η мы генерировали выборку, содержащую не менее 
15000 случайных цепей, по которой определяли искомые характеристики в отсутствие 
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где г і — концы сегментов, а s1 и s2 пробегают вдоль цепи. Как отмечалось в рабо-
те [11], интеграл формулы (2) разбивается на сумму интегралов по парам прямоли-
нейных сегментов, вычисляемых аналитически. 

Искомые характеристики в случае d > О определяли аналогичным образом, при-
нимая в расчет только те цепи из исходной выборки, у которых минимальное расстоя-
ние между несмежными сегментами превосходило заданное значение d. 

Результаты расчетов. На рис. 1 представлены результаты расчетов 
коэффициента набухания а2 в зависимости от диаметра сегмента d. 
Эти результаты находятся в качественном согласии с данными для 
линейных цепей с исключенным объемом [5—7, 9, 10]. Отметим, что 
полученная нами зависимость α2

 ά2 ι ( ( r__i 
от d радикально отличается от той, 
которую дает интерполяционная 
формула, предложенная Лебре [12]. 

Вероятность образования узла 
при случайном замыкании цепи ρ 

Рис. 1. Зависимость коэффициента набуха-
ния а2 от диаметра сегмента d для замкну-
тых цепей длиной 30 (7), 20 (2) и 14 (3) 
сегментов 
Fig. 1. Dependence of the squared expansi-
on factor a2 on the segment diameter d for 
closed chains comprising 30 (1), 20 (2) and 
14 (3) segments 

является одной из важнейших топологических характеристик полимер-
ных цепей. Величина ρ впервые рассчитана в работе [22], где был 
развит подход, в дальнейшем использовавшийся целым рядом авторов 
[12, 23—25]. Полученные ими результаты находятся в количественном 
согласии с данными работы [22]. Во всех этих работах, за исключе-
нием [12], рассматривались бесконечно тонкие полимерные цепи. 

В настоящей работе исследовали зависимость величины ρ от диа-
метра сегмента d. Эта зависимость представлена на рис. 2. Мы не 
анализировали типов образующихся узлов, однако можно утверждать, 
что основная их масса принадлежит к трилистникам (тип Зі). Как 
показано в работах [22, 24], для бесконечно тонких цепей, не пре-
вышающих по длине 30 сегментов, практически все узлы относятся 
к этому типу. Зависимость ρ от d удовлетворительно аппроксимируется 
формулой 

P = Poe~ y d , (3) 
где γ не зависит от длины цепи и равно 27±2. Формула (3) была 
впервые предложена Лебре [12], однако найденное им значение у 
примерно в два раза меньше. Как видно из рис. 2, вероятность об-
разования узла очень резко падает с увеличением эффективного диа-
метра цепи. 

Величина дисперсии райзинга <Wr2) , вычисленная для множества 
иезаузленных замкнутых цепей, имеет важное значение для анализа 
конформационных характеристик двойной спирали ДНК [21, 26, 27]. 
В первом приближении райзинг Wr характеризует хиральность КОН-
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объемных эффектов (d = 0). Прежде всего, каждую цепь проверяли на заузленность. 
Процедура такой проверки, основанная на вычислении полиномов Александера, под-
робно описана в обзоре [21]. Если цепь оказывалась незаузленной, определяли для 
нее квадрат радиуса инерции 

и райзинг 

где γ не зависит от длины цепи и равно 27±2. Формула (3) была 
впервые предложена Лебре [12], однако найденное им значение у 
примерно в два раза меньше. Как видно из рис. 2, вероятность об-
разования узла очень резко падает с увеличением эффективного диа-
метра цепи. 

Величина дисперсии райзинга <Wr2) t вычисленная для множества 
иезаузленных замкнутых цепей, имеет важное значение для анализа 
конформационных характеристик двойной спирали ДНК [21, 26, 27]. 
В первом приближении райзинг Wr характеризует хиральность кон-



формации кольцевой молекулы. Ранее величину <Wr2> рассчитывали 
для бесконечно тонких полимерных цепей [11, 12, 24]. В работе [12] 
впервые было рассмотрено влияние объемных эффектов на дисперсию 
райзинга замкнутых цепей. 

Полученные нами данные по зависимости величины { W r 2 } от диа-
метра сегмента d представлены на рис. 3. Оказалось,^ что зта зави-
симость может быть хорошо аппроксимирована формулой 

= {Wr*)J{ 1 + c d ) , (4) 
где с не зависит от длины цепи и равно 6,4±0,1. Заметим, что полу-
ченная нами зависимость является значительно более резкой по сра-
внению с данными Лебре [12]. 

Обсуждение результатов. Как было показано в экспериментальных 
[1, 2] и теоретической [3] работах, при понижении ионной силы рас-

Рис. 2. Зависимость вероятности ρ образования заузленной цепи при ее случайном за-
мыкании от диаметра сегмента d для цепей длиной ЗО (І), 20 (2) и 14 (3) сегментов. 
Кривые отвечают интерполяционной формуле (3) 
Fig. 2. Dependence of probability ρ of the formation of a knotted chain on the segment 
diameter d for chains comprising 30 (1), 20 (2) and 14 (3) segments. The curves cor-
respond to Eq. (3) 
Рис. 3. Зависимость дисперсии райзинга {Wr2} от диаметра сегмента d для замкнутых 
цепей длиной 30 (1), 20 (2) и 14 (5) сегментов. Кривые отвечают интерполяционной 
формуле (4) 
Fig. 3. Dependence of the variance of the writhing number <Wr2> on segment diameter 
d for closed chains comprising 30 ( /) , 20 (2) and 14 (3) segments. The curves corres-
pond to Eq. (4) 

твора эффективный диаметр ДНК резко возрастает и при концентра-
ции Na+, равной 0,01 М, составляет ^ 2 0 нм. Этот очень важный вы-
вод, однако, нуждается в более прямой проверке. Такая проверка ста-
новится возможной благодаря полученным нами результатам, показы-
вающим, что топологические характеристики кольцевых ДНК должны 
очень сильно зависеть от эффективного диаметра. Так, при его изме-
нении от 2 до 10 нм вероятность образования узла при случайной 
циклизации цепей в растворе падает почти в 10 раз (рис. 2). Экспе-
риментальные методы для исследования этой характеристики в на-
стоящее время хорошо разработаны [28]. 

Особый интерес представляет зависимость дисперсии райзинга 
< W r 2 > от эффективного диаметра, поскольку величина <Wr2> непо-
средственно связана с энергией сверхспирализации G кольцевой замк-
нутой ДНК. 

Энергию сверхспирализации можно представить в виде [16, 17,20]: 
G = KRT ( M k f , (5) 

где 
(2 К Г 1 = { { M k f ) = { ( W r f ) + ( ( A T w ) 2 } . (6) 
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Здесь Lk — порядок зацепления, Tw—осевая закрутка, а символ Δ 
означает отклонение соответствующей величины от ее равновесного 
значения. Как показано в работе [15], относительный вклад <(Д7Ъ)2> 
в <(AL&)2> составляет не более 30% для молекул ДНК, состоящих 
более чем из 2500 пар оснований. Поэтому энергия сверхспирализации 
в значительной степени определяется величиной дисперсии райзинга 

Из результатов работ [1—3], в которых исследовалась зависи-
мость эффективного диаметра двойной спирали от ионной силы, и по-
лученных нами данных следует, что при уменьшении концентрации 
Na+ от 0,2 до 0,01 Μ значение коэффициента К должно увеличиваться 
примерно в 1,5 раза. 

Точное выражение для энергии сверхспирализации играет очень 
важную роль при изучении образования неканонических структур в 
кольцевых замкнутых ДНК (см., например, [29—31]). Как показыва-
ют экспериментальные данные, плотность сверхвитков в кольцевых 
ДНК, при которой происходит образование крестообразных структур 
и участков в левоспиральной Z-форме, падает с уменьшением ионной 
силы [32—34]. Хотя этот факт находится в качественном согласии с 
предсказываемой нами зависимостью константы К от ионной силы, он 
может быть связан и с другими причинами, а именно, с изменением 
термодинамических параметров самих этих структур при уменьшении 
концентрации Na+ в растворе. Окончательное выяснение этого вопроса 
требует прямых измерений зависимости энергии сверхспирализации от 
ионной силы. 

TOPOLOGICAL CHARACTERISTICS OF CIRCULAR DNA: 
EXCLUDED VOLUME EFFECTS 

К. V. Klenin, Α. V. Vologodskii, V. V. Anshelevich, A. M. Dykhne, 
M. D. Frank-Kamenetskii 
Institute of Molecular Genetics, Academy of Sciences of the USSR, Moscow 
I. V. Kurchatov Institute of Atomic Energy, Moscow 

S u m m a r y 

The Monte Carlo method is used to calculate the probability ρ of knots formation, the 
variance of the writhing number <Wr2> and the expansion factor a for a closed poly-
mer chain as a function of its effective diameter d. The results are presented in a form 
of simple interpolation equations and applied for DNA. The dependence of DNA super-
helix energy on its effective diameter is evaluated. Theory predicts significant dependen-
ce of the superhelix energy on ionic strength. 
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